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El arco es la base de la construccién en fabrica: es la forma
natural de salvar un vano con un material que resiste bien
las compresiones y poco o nada las tracciones. Las dovelas
de un arco se empujan entre si al infentar caer hacia abajo
y son precisamente estos empuijes los que las mantienen en
equilibrio. “El arco nunca duerme’, dice un antiguo prover-
bio drabe, aludiendo al empuje consiante que ejercen los
arcos. Este empuje debe ser resislido por los estribos, y el
problema de calculor la dimensién adecuada para arcos y
estribos es el tema central de foda la construccién abovedo-
da en fabrica desde sus origenes hace unos 6.000 afios.
Calcular el empuije de un arco y decidir qué estribo nece-
sita no es un problema facil y los anfiguos construclores mar-
nifiestan su perplejidad en los documentos que han llegado
hasla nosotros. Asi, Rodrigo Gil de Honlafdn, el gran arqui-
tecto del gético tardio y Renacimiento espafiol escribia a
principios del siglo xvi: “Probado he muchas veces sacar
racon del estribo que abrd menester una cualquiera forma
[arco] y nunca hallo regla que me sea sufigiente [...]"" Rodri-
go Gil cuando habla de ragon no piensa en ninguna teoria
cientifica; razén es también el “orden y método de una co-
sa”, y Rodrigo Gil queria saber qué pasos seguir para esta-
blecer los estribos de los arcos. Mds adelante da una regla
que “[...) sitbe para saber lo que le toca de estiibo a cual
quiera genero de arco.? [Fig. 1). la regla, eslo es la ragon o
método, es simplemente una construccién geométrica para
determinar el estribo a partir de la forma del arco. De hecho,
sabemos que desde la ontigiedad los constructores emplea-
ban este tipo de reglas empiricas para calcular la geometria
y dimensiones de sus edificios (desde el siglo xv aparecen
con frecuencia en los tratados de construccion e ingenieria).
Hay un cdlculo empirico que precede al cdlculo cientifi-
co basado en las leyes de la mecénica. Que esie mélodo
empirico no debe de ser tan absurdo como a veces se ha
querido ver, lo prueban los edificios construidos durante la

época "pre-cientifica’ de las estruciuras. (El Panteon —siglo -,
Santa Sofia —siglo Vi- o las catedrales géticas, fueron caleu-
lados con reglas empiricas).

El estudio de las reglas empiricas para el calculo de arcos
y esfribos se ha realizado en ofra parte? En el presente articulo
nos limilaremos a reconocer las lineas maestras del desarrollo
de lo teoria cientifica del arco de fabrica, desde las primeras
aportaciones conocidas hasta la actualidad. Este fipo de estu-
dios son escasos, quizé porque la historia de la teoria de es-
Iucturas se empezd a escribir en la segunda milad del siglo
xix, en plena decadencia de la construccién de fabrica? Por OF
timo, hay que sefialar que la historia de la teoria del arco de
fabrica no fiene un interés meramente erudilo; seguir los razo-
namienlos y experiencias de los mejores consiuctores de los 0
fimos cinco siglos es una buena manera de llegar a compren-
der los principios bésicos del comportamiento de las fébricas.

Leonardo

leonardo da Vinci [1452-1519) fue el primero en intentar un
estudio mecdnico de los arcos. En particular, en el Codice de
Madrid aparecen numerosos dibujos de experimentos ideados
para comprender la forma en que empujan los arcos y resisten
sus estribos. leonardo desconocia, sin embargo, la herramienta
fundamental para estudior el equilibrio de cualquier estructura:
lo ley del paralelogramo de fuerzas. De hecho, sus andlisis se
ven seriamente condicionados por confusas ideas de la meca-
nica medieval, que ni siquiera dominaba?® No obsiante, el ta-
lento extraordinario de Lleonardo se manifiesta con claridad en
los ingeniosos ensayos para deferminar el empuje de los arcos
o para conocer el equilibrio de las dovelas (Fig. 2 a). También
le corresponde a él el descubrimienio del mecanismo correcto
de colapso de los arcos por formacién de arficulaciones, antici-
pandose a los primeros ensayos publicados por Danyzy (ver
mas adelante) en mas de doscientos afos (Fig. 2 b; cf. Fig. 7).
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los manuscritos de leonardo no fueron publicados hasta el si-
glo xix y su influencia fue nula en todo el desarrollo posterior.
No obstante, como en tantos ofros campos de la ciencia, es
preciso reconocer su prioridad y su genio.

Hooke y la catenaria invertida

En Inglalerra es Robert Hooke quien, hacia 1670, plantea
por primera vez en términos cientificos el problema del arco.
Unos aios mas tarde da la respuesta y propone la catenaria
como figura ideal: "Del mismo modo que cuelga el hilo flexi-
ble, asi, pero invertido, se sostendrd el arco rigido”, escribié
en forma de anagrama dl final de uno de sus libros (Fig. 3).
Parece, ademads, probado que Hooke aplicé su teorfa cuan-
do colaboré con Wren en el proyecto de la copulo de San
Pablo® Unos freinta afios més tarde, en 1698, Gregory for-
mula de forma independiente (el anagrama de Hooke solo
fue descifrado en 1705) el mismo principio y expone la
condicién de estabilidad de un arco: “Sélo la catenaria [in-
vertida] es la forma correcia de un arco. Y si arcos de ofras
formas se soslienen es porque en su espesor hay contenida
una catenaria!” Este es el principio de estabilidad de un ar-
co de fébrica de cualquier forma. Gregory, ademés, se do
cuenta de que la analogia de la cafenaria sirve también pa-
ra dimensionar los esfribos y, a conlinuacién, afirma: “la
fuerza que en lo cadena fira hacia adentro en el arco empu-
ja hacio afvera. Todas las circunsiancias relativas a la resis-
tencia de los estribos sobre los que apoyan los arcos, pue-
den caleularse geométricamente a partir de esia teoria, que
es fundamental en la construccién de los edificios”

Hooke y Gregory abrieron una via que fue seguida en su
mayor parte por ingenieros ingleses: considerar la catenaria
inverlida de las cargas que soporta el arco como la frayecioria
de los esfuerzos. La llamaban curve of equilibrium, y a lo largo
de todo el siglo xvil grandes ingenieros como Rennie aplicaron
esla teoria al proyecto de sus puentes de fabrica (Fig.4)?

La Hire y la teoria de la cuiia

En Francia, Philippe de Lo Hire empleo un enfoque distinto
para tratar de enfender la mecanica del arco de dovelas.
Utiliza la teoria de la cufia, una de las cuatro maquinas clé-
sicas, imaginando que las dovelas no presentan rozamiento
enfre si. Primero, en su «Traité de Mécanique»’ aborda el
problema de cudl ha de ser el peso de las dovelas para
que la estabilidad sea posible; para hallar la relacién entre
sus pesos emplea el poligono funicular. Sin embargo, la hi-
polesis de ausencia de rozamiento entre las dovelas lleva
resultados absurdos, como que un arco semicircular para
ser estable precisaria de una carga infinita en sus arran-
ques. La Hire era consciente de ello y afirma: “(...) no es ne-
cesario guardar la proporcién que se acaba de determinar
en fodo su rigor, basla con tenerla en cuenia”. las observa-
ciones de la Hire tuvieron una gran influencia en el proyec-
to de arcos, apareciendo el arco de seccién variable, que
presenta la seccion minima en la clave, creciendo hasta al-
canzar el méximo en los arranques®
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Fig. 1. Rodrigo Gil de Hentandn, regla para calcular el estribo de los arcos
(S. Garcia Compendio. .., Biblioteca Nacional de Madrid)

(a) {b)

Fig. 2. Leonardo da Vinci, Ensayos sobre arcos (Cddice de Madrid, Biblioteca Nacional).

Su siguiente trabajo es el mas importante; en 1712 pu-
blica su memoria “Sobre la consiruccion de las bévedas en
los edificios”,"" donde establece por primera vez un procedi-
mienio para caleular los estribos de los arcos. Observa que
cuando los estribos son insuficientes el arco o béveda se
rompe hacia la mitad entre la clave y los arranques; supone,
entonces, que la mitad superior del semiarco (mief en la figu-
ra 5) actia como una “cuiia” que desliza sin rozamiento so-
bre el plano M. Esto produce una fuerza en L que tiende a
volcar el estribo. La Hire no fija la posicién de la junta de ro-
tura. El procedimienio de andlisis es lo que hoy llamariamos
"limite” o “a rotura”; imagina un modo de colapso y estable-
ce el equilibrio entre las parfes. El modo de colapso es inco-
recto [no liene en cuenla el rozamienio entre los dovelas)
pero los resultados van casi siempre a favor de seguridad.”?

la memoria de La Hire fuvo una repercusién inmediata; har
cia tiempo que los constructores buscaban un procedimiento
cienfifico para caleular los estribos, En particular, el gran inge-
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Fig. 3. El principio de la calenaria invertida de Hooke
(segln Poleni, Memorie istoriche, 1748)

niero francés B. F. Bélidor adopi6 este método (simplificando-
lo) y lo aplicé a un gran nimero de casos parficulares en sus
obras dedicadas a la ingenieria.? Posteriormente Perronef ex:
tendié el método a los puentes con arcos carpaneles [en “an-
se de panier’), y elabord, hacia 1750, unas fablas para el
célevlo de los arcos de los puentes y sus estribos que tuvieron
gran difusién tanto en Francia como en el resto de Europa.

No obstante, aunque la hipotesis de la Hire daba muy
buenos resuliados précticos, era evidente que el colapso de
los arcos no se producia por deslizamiento, sino por vuelco,
como lo demostraban la rina de algunas bévedas y los en-
sayos sobre modelos. Sin embargo, los buenos resultados
précticos y la sencillez del modelo matemdtico hicieron que
las hipotesis de ausencia de rozamiento y de la cufia tuvie-
ran una pervivencia de mas de un siglo.

Couplet y Coulomb:

colapso por formacién de articulaciones
Hemos visto cémo ya leonardo habia observado que el cor
lapso de un arco se producia por formacion de articulacio-
nes; el rozamiento entre las piedras es fan grande que impi-
de que unas piedras deslicen sobre ofras. El primer andlisis
basado en esta hipdtesis corresponde a P. Couplet, quien
lras considerar en su memoria la hipdtesis de ausencia de ro-
zamiento, considera en la segunda parte la imposibilidad de
deslizamiento, produciéndose por tanto el colapso cuando
se forman suficientes articulaciones como para convertir el ar-
co en un mecanismo.* Couplet se ocupa en primer lugar del
minimo espesor de un arco compatible con la estabilidad, y
lo calcula para un arco de medio punto (Fig. 6 a) y para un
arco escarzano; mas adelante estudia el empuje de los ar
cos con vistas a calcular los estribos (Fig. 6 b). Couplet fija
arbitrariamente la junia de rotura enire la clave y los arran-
ques a 45° si bien el error que esto produce es minimo.

Fig. 4. Principio del proyecto de puentes con la curva
de equilibrio (Young, A course of lectures, 1807).
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Fig. 5. Calculo de los estribos por el método de la cufa
{La Hire, Sur le canstruction des vodtes, 1712)

(b)

Fig. 6. Arco limite de madio punta () y cileulo de los estribos de un arco (b).
(Cauplat, Do ki pousseée des vodtes, 1730),

La verilicacion X serimental del andlisis de COUp|eT vino

poco mas larde. En 1732 Danizy publica en los Actas de
la Academia de Monipellier los resultados de unos ensayos
con pequenos modelos de arcos de escayola que demostro-
ban el mocanismo de otura propuesto por Couplel [Fig, #)e
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Fig. 7. Colapso de un arco de dovelas por formacion de arliculaciones Fig. B. Ensayos de colapso sobre arcos de ocho pies de luz
(Danyzy, Méthode générale pour déterminer .. la poussée des voules, 1732) (Boistard, Expériences sur la stabilité des vodles, 1810)
Posteriormente, Gauthey realizé también ensayos con idénti- :
co resullado,” que Boistard repilid con modelos de gran fa- 45:57 24.
mafio (arcos de 2,60 m de luz), considerandose a parlir de G ’
- S i A X S o
entonces como definifivos (Fig. 8). 4 e :
: i :

Como hemos visto, Couplet excluye la posibilidad de
deslizamiento y supone una cohesion nula en las juntas entre
dovelas; ademés, fija la posicion de las articulaciones de
forma arbitraria. Estas simplificaciones estén plenamente jus-
lificadas, como veremos, pero en su momento se vieron co-
mo una limitacién de su teoria. El primer andlisis completa-
mente general de la mecénica de los arcos corresponde a
Coulomb. En 1776 presenia a la Academia Real de Cien-
cias de Paris una memoria genial por su sencillez y clari-
dad. De hecho Coulomb “resuelve” el problema de la teoria
de lo estabilidad de los arcos de fabrica, estableciendo la
base matemdtica de los distintos modos de colapso posi-
bles, incluyendo la posibilidad de deslizamiento.

Coulomb analiza una béveda siméfrica (Fig. 9) y, como
la Hire, aisla una parte por un cierlo plano hipotéfico de cor-
te mm. El empuje horizontal en la clave, desconocido, estard
comprendido entre ciertos valores limites {méximos y mini-
mos) en las hipétesis tanto de fallo por deslizamiento [consi-
derando rozamiento y cohesién) como por “vuelco” alrede-
dor de las aristas superior e inferior. Coulomb afirma que el
fallo por deslizamiento es muy raro y propone a efectos
précticos estudiar solo la posibilidad de colapso por vuelco.
Para encontrar la posicién de la junia de rolura mas desfavo-
rable sugiere el empleo del método de méximos y minimos.”

21-

Fig. 9. Equilibrio de una béveda de fabrica simétrica
(Coulomb, Essai sur une application des régles de maximis et minimis, 1773).
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Fig. 10. Linea de empujes (line of resistance) en un macizo de fabrica
(Moseley, The mechanical principles of engineering, 1843).

Fig. 11. Lineas de empuje maximo (e" ¥ f7) y minimo (e’ v ')
(Méry, Sur l'equilibre des voutes en berceau, 1840).

la teoria de Coulomb, extraordinariamente sintética y des-
provisia de ejemplos de aplicacion, tarda en ser asimilada. En
1820, casi 50 afios més tarde, Audoy la redescubre y desar-
rrolla, obteniendo férmulas de aplicacién préctica; éstas tienen
fodavia una expresién matemdfica excesivamente complicar
da? Audoy realiza también la primera discusion sobre el pro-
blema de la seguridad, que, curiosamente, establece por com-
paracién con la “estabilidad de Lo Hire".?' las siguientes apor-
faciones tratan de simplificar las expresiones de Audoy. Asi, en
1835, Garidel y Pefit, y en 1840 Michon, publican tablas pa-
ra caleular los estribos de distintos tipos de arcos evitando asi
penosos fanteos? También en 1835 Poncelet desarrolla un
mélodo gréfico que, aunque no desprovisio de cierla compleji-
dad, supone un considerable ahorro de fiempo??

La linea de empujes

En todo este tiempo se habia olvidado, salvo en Inglaterra y
casos aislados en Alemania?* la teorfa de la catenaria inver-
tida de Hooke. La teoria de Hooke permitia intuir la Irayecto-
ria de las cargas dentro del arco, pero carecia de preci-
sion. En particular no permitia conocer con exactitud la di-
reccion de los empuies, ni contemplaba la influencia del ro-
zamiento. Ademds, en su estado de desarrollo, no permitia
predecir la situacion de los juntas de rotura de las bovedas
ni explicaba suficientemente los ensayos sobre modelos. Es
enfonces, enfre 1830y 1840, cuando aparece el concepto
de linea de empujes, que permifiria incluir, con todo rigor,
la teoria de Hooke dentro de la de Coulomb.

Imaginemos una fabrica dada formada por un conjunio de
bloques separados por planos o, alterativamente, imaginemos
que un sistema de planos divide hipotéticamente la fébrica en
bloques. Se define la linea de empujes, como el lugar geomé-
trico del punto de paso de la resuliante de las fuerzas por cada
uno de los planos [ver la Fig. 10 de Moseley). Su forma depen-
de, por tanto, de la geomelria de la fabrica, pero lambién del
sislema de planos de corte considerado. En esfas condiciones,
la resullante no fiene por qué ser tangente a la linea de empu-
jes, a diferencia de lo que ocurria en la curva de equilibrio.

Esta idea fue ya intuida con anterioridad por Thomas
Young? pero la formulacién rigurosa se produce de forma
casi simuliénea e independiente por Gertsner en Alemania,
Méry en Francia y Moseley en Inglaterra® lo contribucion
de Gertsner es limitada y presenta algunas incorrecciones.
El tratamiento de Moseley es muy riguroso, altamente mate-
matico y representa el primer intenio con éxito de formular
una feoria general de las fabricas, consideradas como un
conjunio de bloques rigidos en contacto seco y directo. Fi-
nalmente, la memoria de Méry va dirigida de forma especi-
fica a los ingenieros, estd escrita con sencillez y claridad,
define también con rigor las ideas, y conliene numerosos
ejemplos de lineas de empujes de arcos limite (el arco que
contiene justo una linea de empujes), que Iraia de relacionar
con los resultados de los ensayos de Boistard. .

Tanto Moseley como Méry formularon de forma explicita
la condicién de estabilidad de un arco: basta con que la I
nea de empujes esté conlenida en su interior. Se puede
acotar el valor del empuje, el empuje minimo corresponde
a la linea més peraliada y el méximo o la més rebajada
(Fig. 11), pero el problema esté indeterminado (es hiperes-
fatico): efectivamente, un arco de suficiente espesor puede
contener infinitas lineas de empujes. Méry se contenta con
definir un espesor que garantice la estabilidad [mayor que
el del arco limite) y que asegure Gue las tensiones no supe-
ren un décimo de la resistencia del material. Moseley apli-
ca su “Principio de Reaccién Minima” (“Principle of least
Pressure”], para determinar la linea de empuijes; ésta resulia
ser la que conesponde ol empuje minimo? Las memorias
de Moseley y Méry cubren lo fundamenial de la teoria de
las lineas de empujes. Hay que citar la coniribucién de Bar
low, que ided ingeniosos ensayos sobre modelos para de-
moshar “la existencia en lo préctica de la linea de empu



jes"” las siguientes aporiaciones fedricas se ocupan de dife
renfes mélodos de obtencion de la'linea de empujes y de la
consideracién de la resistencia del material del arco. Mere-
cen cilarse las contribuciones de Carvallo y Durand-Claye

El calculo grafico de lineas de empujes

El cdleulo andlitico de las lineas de empujes era lodavia de-
masiado largo para ser uilizado como una herramienta habi-
tual por los ingenieros. Quedaba, pues, el problema de en-
confrar un mélodo de calculo de lineas de empujes suficiente-
mente claro y sencillo para su aplicacion practica. los méto-
dos grdticos propuestos por Méry, primero, y més tarde por
Barlow (Fig. 12), Snell [Fig. 13) y Scheffler® permitian obte-
ner de forma semi-gréfica y con relativa facilidad una linea de
empuies, pero no era féacil establecer relaciones entre distintas
lineas de empujes, esfo es, disfinias situaciones de equilibrio.

El gran avance se produjo con la aplicacién de los poli-
gonos funiculores y de fuerzas, y de sus propiedades pro-
yeclivas, a la determinacién de las lineas de empujes. Esto
simplificd extraordinariamente el proceso de obtencion de
las lineas de empujes y, de hecho, popularizé la teoria del
equilibrio de las bévedas. El céleulo gréfico de lineas de
empujes fue, a partir de los afos 1870 la herramienta mas
usada por ingenieros y arquitecios.

El origen del célculo gréfico de arcos se remonta a lo
Hire, quien en 1695 aplicé el poligono funicular al estudiar
la estabilidad del arco de dovelas [véase mas arriba). Du-
rante fodo el siglo xvil predominé el célculo analitico y hasta
principios del X no se renueva el interés por los mélodos
gréficos (Poncelet). En cuanio a la teoria de lineas de empu-
jes, la identidad entre céleulo andlitico y gréfico, el empleo
de poligonos de fuerzas y funiculares, y todas sus conse-
cuencias fedricas, fueron expresadas con todo rigor por Ran-
kine en su «Manual de mecanica aplicada» (1856), pero su
fratamiento tedrico, original y muy matemdtico, hizo que sus
confribuciones pasaran desapercibidas?' Fue Culmann en su
libro <la estatica gréfica» (1866) quien desarrolléd y popula-
riz6 los mélodos gréficos de cdleulo, entre ellos el de la If-
nea de empujes’ A esle libro siguieron, hasta finales del si-
glo xix, decenas, cenlenares de libros de estética gréfica, y
en todos ellos habia un capitulo o varios dedicados al cal
culo gréfico de arcos y bévedas de fébrica, con sus corres-
pondientes estribos, empleando lineas de empujes (Fig. 14).

El problema de la indeterminacion

Persistia el problema de la indeferminacién de la linea de em-
pujes: scudl de todas las lineas de empuijes posibles es la reale
las ecuaciones de equilibrio no bastaban v la consiguiente in-
determinacién era vista por muchos ingenieros como un defec-
to de la teoria. En consecuencia, en la segunda mitad del siglo
XX numerosas contribuciones frataron de encontrar la posicion
de la “verdadera” linea de empuijes. Scheffler adopté el “Princi-
pio de Reaccion Minima” de Moseley, desarrollando una teo-
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Fig. 12. Lineas de empujes. Método de Barlow basado en la constancia (para cargas
verlicales) de la componente honzontal del empuje (Barlow. On the existence
(practically) of the line of equal horizontal thrust in arches, 1846).
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Fig. 13. Lineas de empujes. Método de Snell, basado en el paralelogramo de fuerzas
(Snell, On the stability of arches, 1846)
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Fig. 14. Calculo gréfico de un puente (Lauensten, Graphische statik. 1913).

ria que gozé de gran difusién? Culmann infentd también defer-
minar su posicion ulilizando el “Prinzip der kleinsten Beanspru-
chung”, “principio del esfuerzo minimo", que esiablecia que
de todas las lineas posibles lo verdadera era la que més se
acercaba a la linea media del arco®
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Fig. 15. Modelo para estudiar la posicion de la linea de empujes
(Jenkin, Encyclopaedia Britannica, 9th ed., 1875-88).

Oiros ingenieros intuyeron el Teorema Fundamental del
Anglisis Limite [como ya lo hizo Gregory dos siglos antes;
ver mas arriba) y afirmaban que baslaba con encontrar una
linea de empujes contenida deniro del arco que cumpliera
ciertas condiciones [por ejemplo, que estuviera contenida
dentro del tercio central] para asegurar que el arco era esla-
ble. Rankine expresé este enunciado, sin demostracién, y es-
fa “regla” se convirtié en préctica habitual durante la segun-
da mitad del xi% y principios del xx** Jenkin, en su articulo so-
bre puentes para la Enciclopedia Britanica, intenté una de-
mostracién experimental sobre la base de un modelo con
dovelas de juntas convexas (Fig. 15); el modelo sevia, ade-
més, para conocer visualmente la linea de empujes (el con-
lacto, dada la convexidad, se produce en un punto, por
donde necesariamente fiene que pasar el empuje)
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Se infentaron fambién ofras soluciones que podriamos llo-
mar “escapistas”. la primera de ellas fue la de hacer coincidit
la directriz del arco con una de las lineas de empujes produ-
cida por la carga permanente. Este enfoque, desarrollado por
primera vez por Yvon Villarceau y Hagen, tuvo gran acepter
cién, sobre todo en Alemania, donde Schwedler desarrollé
un procedimienio gréfico para obtener las correspondientes [
neas de inradés, suponiendo un extradés horizontal A fina-
les del siglo xix lo eleccién de la curva de intradés en las
grandes bévedas se hacia habitualmente por este méiodo.

Otra posibilidad era la de hacer el arco isostético intro-
duciendo tres articulaciones. A pesar de las evidentes com-
plicaciones de ejecucion a la hora de redlizar las articulo-
ciones, esfe procedimiento tuvo gran aceptacion y se cons:
fruyeron, parficularmente en Alemania, numerosos puentes
triarticulados de fébrica.

El analisis elastico

Sin embargo, ya Poncelet”® habia adelantado que una via
para eliminar la indefinicién en la posicién de la linea de
empujes consistia en aplicar la teoria eldstica, esio es, consi-
derar las propiedades eldslicas del material y establecer
condiciones de deformacién. De hecho la teoria de arcos
metdlicos estaba suficientemente desarrollada’ Parecia, sin
embargo, discutible aplicar a la fabrica las hipétesis simplifi-
cadoras inherentes al célculo eldstico: considerar un mate-
rial homogéneo e isétropo, ignorar los movimientos durante
el descimbramiento, suponer los estribos rigidamente empo-
frados... en definitiva, fijar exactamente las condiciones de
contorno y las propiedades del material. De hecho, entre
1850 y 1880 se distingue habitualmenie en los traiados de
puentes entre los arcos elasticos (de hierro o madera) v los
arcos rigidos [de fabrica). A los dliimos se les aplica la teo-
ria de las lineos de empuijes.

Fue Winkler el primero que propuso (de forma explicita)
aplicar la teoria elastica a la determinacion de la posicién
de la linea de empujes; de hecho su memoria se titulaba
precisamente asi: “la posicion de la linea de empujes en las
bévedas”. Winkler era consciente de que la posicion “elas-
fica” de la linea de empujes podia sufrir perturbaciones,
“Stérungen’; y estudia las principales: la deformacion de las
cimbras, el cedimiento de los estribos, los cambios de tem-
peralura y el proceso de construccion. A estas habria que
aiadir la dificullad de definir las consiantes eldsticas para
un material tan heferogéneo y anisétropo como la fabrica.
No considera, sin embargo, que estas perturbaciones alte-
ren sustancialmente lo validez del andlisis elésiico. De he-
cho, en época de Winkler el desarrollo de la teoria de la
elasticidad estaba en su apogeo y parecia natural aplicar la
nueva feoria a todos los casos de cdlculo.

los ingenieros senfian, sin embargo, que se necesitaba una
verificacién experimental, v la Sociedad de Ingenieros y Arqui-
leclos Auslriacos realizd una serie completa de ensayos sobre




arcos de puentes, algunos de mas de 20 m de luz. Los resulto-
dos se interpretaron como una confirmacion de la validez de
la teoria eléstica aplicada a las fabricas y éste fue el enfoque
cientificamente aceplado a partir de enfonces?' la teoria de i
neas de empujes paséd a llamarse “anfigua feoria de bévedas”
en conlraposicion con la moderna teoria eldstica.

Los trabaijos posteriores a Winkler tienden a simplificar el
complejo proceso del célculo eléstico, medionte una inteli-
gente eleccién de las incognitas. En este sentido merecen ci-
larse las contribuciones de Krohn y Mohr, que para bévedas
siméfricas elegion las incognitas de forma que cada una de
las tres ecuaciones de deformacién sélo contenia una incog-
nita. MillerBreslau estudic mas tarde el caso de las bove-
das asimétricas, y merece cilarse, asi mismo, por su clari-
dad y sencillez el trabajo de Mérsch

Por dltimo hay que citar la contribucién de Castigliano, que
propuso un modelo de aondlisis por tanieos para un material
elastico que no resiste fracciones en su estudio sobre el puente
de Mosca de Turin, El modelo se acerca més a las caracteristi-
cas reales de la fabrica; lo solucién sigue siendo, sin embar-
go, muy sensible a las condiciones de conlomo elegidas

La practica corriente

la teoria eléstica conducia a largos y penosos cdlculos, sensi-
bles, ademés, a las hipétesis realizadas en cuanto a las pro-
piedades del material y a las condiciones de contorno. Los
ingenieros eran conscientes de que la aparente precision de
los céleulos elésticos no se correspondia con la realidad de
sus estructuras. Sejourné, gran ingeniero francés de principios
del siglo xx y autor de un monumental libro sobre puentes de
fabrica, ofirmaba: “El céleulo andlitico [eléstico] es laborioso,
molesto. El caleulo gréfico cansa menos; se presta mejor a lo-
das los combinaciones de sobrecargas; el proceso se ve.
Ambos se basan en hipdlesis inexactas; la precision del cal-
culo andlitico es indtil; la del gréfico es suficiente; no hay por
qué preocuparse por los decimales cuando los enteros estén
bajo sospecha."* Asi, en el célculo de arcos de fabrica se si-
guié empleando la estatica gréfica v la regla del tercio, asu-
miendo implicitamente que las variaciones en la posicién de
la linea de empujes debidas a cambios en las condiciones
de contorno no disminuirian la seguridad de la estructura.

Analisis limite

De hecho, desde la segunda mitad del siglo xx, ya no hubo
nuevas aportaciones a la teoria del arco de fabrica. Este ti-
po estructural estaba en franca decadencia y, alrededor de
los afios 1920, se dejaron de construir grandes arcos y bé-
vedas de fabrica. los puentes de fabrica continuaron en ser-
vicio a lo largo de este siglo sin desperfar mucho interés has-
fa que, en el decenio 193040 el aumento del peso de los
vehiculos obligd a plantearse de nuevo el problema de lo
resistencia de los arcos y bévedas de fabrica.

los primeros estudios, realizados por Pippard entre los
afos 1930 y 1940, estaban destinados a redlizar simplemen-
te comprobaciones de resistencia y utilizaban el método elasti-
co suponiendo el arco biarticulado en sus extremos?® Pippard
realizd numerosos ensayos y comprobéd que el estado fensio-
nal del arco variaba susfancialmente con pequefias alteracio-
nes en las condiciones de contorno. También obsenvé como la
adaptacién a los movimientos se producia por el agrietamien-
to del arco, que formaba articulaciones entre sus dovelas.

Hacia 1950 el clima cientifico habia cambiado. los com-
pletos y exhausiivos experimentos realizados en Inglaterra en
los afos 1930 habian demostrado, experimentalmente, la
gran sensibilidad de los resuliados de los célculos elésficos a
pequeias variaciones en las condiciones de conforno. De he-
cho, hubo que cambiar el rumbo v, en el decenio 1940-50,
nacio el caleulo pléstico o a rofura de los pérticos de acero?
Se comprobé que si bien el estado tensional podia sufrir gran-
des variaciones con pequefas perfutbaciones, la carga de
colapso de una esfruciura se mantenia constante para esas
mismas perfurbaciones. Parecia razonable orientar la investi
gacion hacia la capacidad de carga de los estructuras (andli
sis limite o plastico) y no hacia la obtencién de un estado ten-
sional para cada punio (andlisis eléstico), muy sensible a con-
diciones de contorno fijadas arbitrariamente. la demostracion
de los Teoremas Fundamentales del Calculo Plastico (o Andli-
sis Limite) dio rigor ledrico a los resuliados de los ensayos®”

El primer andlisis limite de arcos de fabrica fue realizado
por Kooharian®* a sugerencia de Prager, pero ha sido Jac-
ques Heyman quien ha desarrollado principalmente la teoria
del andlisis limite de arcos y esiructuras de fabrica en los olfi-
mos treinta anos®® Heyman observd que, si se cumplian de-
ferminados “principios’, los Teoremas Fundamentales del
Andlisis Limite demosirados para estruciuras de acero y hor-
migén, se podian aplicar a las fabricas. Estos principios son:
1. la fébrica fiene una resistencia a compresién infinita.

2. la resistencia a traccion es nula.
3. El fallo por deslizamiento es imposible.

En estas condiciones, la superficie limite se convierte en
dos rectas, siendo la condicion de limite que el empuje esté
contenido dentro de la fabrica; cuando la linea de empujes
foca el borde se forma una articulacion (Fig. 16).

El colapso se produce por formacién de un nimero sufi-
ciente de arliculaciones (como en los pérticos de acero) y
debido a esfo se pueden demostrar los Teoremas Fundamen-
fales del Andlisis Limite. En particular, el Primer Teorema o
Teorema de la Seguridad se puede enunciar de la siguiente
manera: si es posible encontrar una linea de empujes en
equilibrio con las cargas dentro del arco, éste no se hundi-
ré. La potencia del enunciado radica en que la linea de em-
pujes no fiene por qué ser la “real” (en el supuesto de que
pudiera conocerse); basta con encontrar una cualquiera pa-
ra poder afirmar que el arco es estable.

la seguridad esld determinada, en cada seccién, por la
distancia relativa del empuje a los limites del arco. Heyman
ha definido en este contexto un coeficiente de seguridad geo-
métrico para los arcos de fabrica comparando el espesor del
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(a)

_M=Nt/2

(h)

Fig. 16. Condicion de limite de un arco de dovelas (Heyman, Estructuras de fabrica, 1995)

arco real con el del arco limite; asi el arco de la figura 17 q,
que tiene un espesor doble que el limite (Fig. 17 b], tendrd
un coeficienie de seguridad de dos. Un corolario evidente es
que si en vez de elegir la linea correspondiente al arco limite
de minimo espesor elegimos ofra cualquiera, el coeficiente
de seguridad respecto a esta linea representa un limite infe-
rior del coeficiente de seguridad geométrico.

Heyman ha aplicado la idea del coeficiente de seguri-
dad geoméirico a la eslimacién de la resistencia de los puen-
tes de fébrica; en este caso, ademds del peso propio hay
que considerar una carga mévil a lo largo del puente. Para
cada posicién de la carga es posible calcular el arco limite;
el coeficiente de seguridad resullara de dividir el espesor real
por el del mayor arco limite (en general, la posicién més des-
favorable corresponde a la carga mévil situada aproximada-
mente a 1/4 de la luz respecto a los arranques). Concluye,
fras el examen de varios ejemplos de puentes, que un coefi-
ciente de dos representa una estabilidad suficiente

La plasticidad de las fabricas

El marco del andlisis limite permite enfender la “plasticidad”
de las fabricas. Los arcos de fabrica se adaptan a los peque-
fios movimienios del enforno abriendo y cerrando grietas. Los
movimienios bésicos de cedimiento y aproximacion de los
arranques conducen a configuraciones fipicas de grietas. Por
ejemplo, si en un puente de fabrica (Fig. 18 a) que cumpla
los principios del andlisis limite ceden ligeramente los estri-
bos, la tnica forma de adaplarse al movimiento es abriendo
una grieta en la clave y dos en los arranques (Fig. 18 b); en
la figura se ha exagerado el desplazamiento, pero cualquier
pequefio movimienlo fendria el mismo efecto, si bien las grie-
las pueden lener el espesor de un cabello o estar cerradas
por la elasticidad de la fébrica. En la figura 18 ¢ se ha dibu-

(b)

(c)

Fig: 17. Arco limite y coeficiente de segunidad geomélrico
{Heyman, Estructuras de fdbrica, 1995)

(a)

(b)

(c)

Fig. 18. Agrietamiento de un arco peor cedimiento de los estribos
(Heyman, Estructuras de fabrica, 1995).

jado la linea de empujes; ésta ya no estd indeterminada,
puesto que fiene que pasar por las articulaciones; ha tomado
su posicion mas peraliada y el empuje toma su valor minimo.

Las configuraciones de grietas varian en funcién de los
movimientos de los arranques y a cada una de ellas corres-
ponde una linea de empujes diferente, con estados fensiona-
les muy distinios en cada caso. En la figura 19 se han dibu-
jado los resuliados de ensayos con modelos de arcos de
dovelas™' la linea de empujes puede cambiar bruscamente
de posicion pero, en virud del Primer Teorema, sabemos
que para pequeios movimienlos nunca se saldrd del arco.
la seguridad viene determinada por la forma del arco; es
un problema de geomelria.
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Dentro del marco del andlisis limite las grietas no son
“signos que presagian la ruina’, mas bien representan la ca-
pacidad de la fabrica de adaptarse a los pequefios movi-
mientos, inevitables e impredecibles, del entomo. El Primer
Teorema garantiza que la esiruciura agrieiada presenta la
misma seguridad que la original.

El enfoque del equilibrio
De hecho, el enfoque que se deduce de los Principios del Ang-
lisis Limite es lo que el profesor Heyman ha llomado el “enfoque
de equilibrio”;** de las Ires ecuaciones de la teoria de las es-
tructuras, equilibrio, compatibilidad y del material, sélo se con-
sideran las primeras. la linea de empujes no es mas que una
represeniacién grdfica de las ecuaciones de equilibrio. Sien un
arco de fébrica podemos dibujar una linea de empujes en su
inlerior, estamos ante una solucién de equilibrio que no vicla la
condicion de limite, y que, por fanlo, es segura. las mismas
consideraciones se aplican a cualquier estructura de fébrica.
Desde un punto de vista teérico, el profesor Heyman pa-
rece haber dado a la teoria del arco de fabrica su forma de-
finitiva. Ademas la ha exiendido a ofras estructuras de féabri-
ca: cOpulas, bovedas de cruceria y de abanico, agujas de
piedra, torres o templos griegos, demostrando que el andli-
sis limite permite analizar cualquier estructura de fébrica.
También ha deducido los principios que se deducen desde
el punio de vista de la intervencion en estructuras antiguas
Otros aufores han seguido el camino marcado por Hey-
man. livesley ha explorado las posibilidades del andlisis |-
mite por ordenador, en arcos (Fig. 20) y puentes de trasdds
horizontal; también ha estudiado el colapso tridimensional **
Ofros trabajos han continuado la via abierta por Heyman y
livesley.” Por dltimo, hay que sefialar que Parland ha de-
mostrado de nuevo los Teoremas Fundamentales dentro del
marco de la Mecanica de los Medios Coniinuos.™

Conclusion

De los tres condiciones que debe cumplir una estructura, re-
sistencia, deformacién y estabilidad, esta dlima es la mas
critica para las estructuras de fabrica. Para que un arco sea
eslable debe lener una forma que permita que las posibles
lineas de empujes estén contenidas en su interior. La estabili-
dad de las fabricas es, pues, un problema de geometria y
el moderno andlisis limite ha demostrado cientificamente lo
que los antiguos constructores ya sabian: lo fundamental es
el equilibrio y el equilibrio se consigue, como en la balan-
za, con una adecuada disfribucién de los pesos.

Gautier en el fronlispicio del primer fraiado de puenies™
expresé esta idea con claridad (Fig. 21). Sobre un paisaje
formado por puenies de distinios tipos aparece una mujer, lo
Arquitectura,” que dibujo la fraza de un puente rodeada de
las herramienias fradicionales del oficio (la reglo, la escua-
dra, el nivel, el frinchante para labrar los piedras...). En el
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Fig. 19. Ensayo sobre modelo para demostrar |a plasticidad de los arcos de fabrica
(dibujo del autar).

Fig. 20. Andlists por ordenador de un arco formado por blogues rigidos
(Livesley, Limit analysis of structures formed from rigid blocks, 1978).

UT.PONDERA LIBRA,SICADIFICIA ARCHITECTURA.

Fig. 21. Frontispicio del primer tratado de puentes (Gaulier, Traité des Ponts, Paris, 1728)
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cenfro del grabado hay una balanza con dos arcos, uno de
medio punto y ofro apuntado. La balanza se inclina hacia el
de medio punto, expresando que éste produciria un empuje
mayor que el apuntado. Al pie aparece escrito en lafin: “Ut
pondera libra, sic aedificia architeciura’, que, traducido |-
bremente, dice, “Del mismo modo que se pesa en la balan-
za, asi se ha de construir la arquitectura.”

Apéndice: sobre el empleo
del Método de los Elementos Finitos
en el analisis de las fabricas

El abaratamienio del coste del célculo por ordenador ha he-
cho que el Méiodo de los Elementos Finitos (MEF) haya tenido
en los dlimos afios gran difusién. De hecho, desde los afios
1960 el mer ha fascinado a una buena parte de la profesion
estructural, que piensa haber encontrado una “herramienta uni-
versal” para el andlisis de estructuras. Los ingenieros y arquitec:
los especializados en restauracién de monumentos no han es-
capado a esta tendencia, y en los Glimos afios el MeF se apli-
ca con gran frecuencia al andlisis de estruciuras de fébrica®

los MEF elasticos presentan los mismos inconvenientes que
los métodos de céleulo elésfico citados antes: pobre modeli
zacion del material [se le supone con resisiencia a fraccién,
homogéneo, isétropo, con médulo de Young definido, efc.)
y obligacién de hacer hipdiesis fajantes sobre las condicior
nes de contorno. los resuliados, ademas, son muy sensibles
a pequedias variaciones de los paramelros anteriores y difici-
les de interpretar en relacién a problemas de estabilidad,
que suelen ser los més criticos en estructuras de fabrica.

los programas de MEF nolineal suponen un avance con-
siderable respecto a los anteriores. Para el caso de arcos de
fabrica se estén empleando desde 1980.% las (ltimas ver-
siones permiten estudiar los posibles agrietamientos e incluso
aproximase al caleulo de cargas de colapso, en delermina-
das condiciones.®’ Subyace el problema de la extrema sen-
sibilidad de los resultados a las condiciones de contorno,
historia de carga, movimientos durante el descimbrado, efc.

Desde el punto de vista del andlisis limite, un andlisis de
MEF conduce a una distribucién de tensiones en equilibrio
con las cargas y, por tanio, da una solucién segura de equi-
librio {si no se viola la condicion de limite]. El que esta solu-
cion sea la “real” o més exacla que ofras obtenidas con
ofros méfodos (quizd mediante un sencillo céleulo de lineas
de empujes), depende de la eleccién de las hipolesis de
partida y no de la herramienta de célculo empleada. En es-
fe sentido, un cdleulo gréfico manual puede ser mas preciso
que un complicado andlisis por ordenador. De hecho, la
potencia del Primer Teorema del Andlisis Limite y del mencio-
nado enfoque del equilibrio que de él se deduce, consiste
precisamente en poder trabajar con cualquier configuracion
de equilibrio y poder definir la seguridad sin necesidad de
realizar hipdiesis imposibles de verificar. O

Santiago Huerta Fernandez
Doctor Arquitecto. Profesor Titular de Célculo de Estructuras
E. T. 5. de Arquitectura. Universidad Politécnica de Madrid
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Solids and Struclures, vol. 2, 1966, pp. 249-79, han seguido no menos de 25 conlri-
buciones sobire los lipos fundamentales de la construccion en fabrica: arcos, arbo-
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Véase J. Heyman, Estructuras de fabrica, op. cit
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La distincidn entre arquiteclura e ingenieria aparece en &l siglo XIX. Desde un punto de
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